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Introducció a les COMunicacions
(ICOM ‐ ETSETB/UPC): 
Regions de Decisió i Cota de la Unió
Josep Sala Álvarez josep.sala@upc.edu
Dept. Teoria del Senyal i Comunicacions, Campus Nord UPC, Barcelona
Universitat Politècnica de Catalunya (Barcelona TECH)
Aquest document presenta de forma gràfica :
‐ La determinació de la regió de decisió R associada a un símbol complexe s = I + jQ.
‐ La determinació de la seva probabilitat d’error i la d’una cota superior (Cota de la Unió).
‐ Exemples d’aplicació: 8‐PSK, QPSK, 3‐PSK+0.
NOTA: la presentació està pensada per ser visualitzada en ordinador de forma animada.
No es recomana l’impressió en paper per excés de pàgines redundants.
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Considerem una constel.lació de 4 símbols si en el pla complexe (pla IQ) ....
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s1p1 = 1/4
s2p2 = 1/4
s3p3 = 1/4 s4p4 = 1/4
I
Q
Cas 1: símbols equiprobables
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Símbol de referència: símbol transmès
Regió de Decisió R1 ?
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Símbol de referència: símbol transmès
Regió de Decisión R1 ?
Criteri MAP per símbols equiprobables ... Identifiquem el lloc geomètric del pla IQ 
que conté tots els punts més propers a s1 que a qualsevol dels altres símbols
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Símbol de referència: símbol transmès
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Punt mig dels segments ....
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Perpendiculars al segment pel punt mig ....
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E(2|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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R1
E(3|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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R1
E(4|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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R1
E(2|1)  U  E(3|1)  U  E(4|1) = R1c
Regió complementària a R1 = unió de semiplans o semiespais d’error
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R1
Regió R1= intersecció de semiplans o semiespais de no‐error
Apliquem Lleis de De Morgan
(Teoria de Conjunts)
R1
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Q R1
PROPIETAT 1
Les regions de decisió són convexes
Per qualsevol parella de punts A i B de R1,qualsevol punt C del segment que els uneix
també pertany a la regió R1
R1
A
BC
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Q R1
PROPIETAT 1
Les regions de decisió són convexes
Per qualsevol parella de punt A i B de R1,qualsevol punt C del segment que els uneix
també pertany a la regió R1
Si no fos així, una línia frontera de R1 tallaria elsegment AB en dues parts AD i DB i un dels dos punts A o B quedaria fora de R1 ,incorrent en una contradicció.
Per construcció de la regió R1 com intersecció de semiplans, si la part AD està en R1 ,la part DB està fora de R1 (i viceversa).
R1
A
BD A
BD
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Q R1
PROPIETAT 2
Les regions d’error NO són convexes
Per qualsevol parella de punts A i B en la frontera de R1,
R1
A
BC
R1c = E(2|1)  U  E(3|1)  U  E(4|1) 
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PROPIETAT 2
Les regions d’error NO són convexes
Per qualsevol parella de punts A i B en la frontera de R1,podem extendre el segment AB fora de R1
El nou segment A’B’ conté punts C’ dins de R1c, i també punts C fora de R1c (dins de R1)
Exceptuant el cas en que la única frontera sigui una recta
(constel.lació de M=2 punts). En aquest cas la regió d’error
i la regió de decisió són totes dues convexes.
R1
A
BC
B’
A’
C’
R1c = E(2|1)  U  E(3|1)  U  E(4|1) 
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Probabilitat d’error de símbol quan es transmet el símbol ak = Ik + jQk
Observació instant òptim a la sortida del Filtre Adaptat 
Energia de pols
Atenuació en potència del canal
Símbol complexe de la constel.lació en transmissió
Regió d’integració = complementària a la regió de decisió del símbol
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Probabilitat d’error de símbol en transmetre el símbol s1
Semiplà d’error: el símbol si té més versemblança que el símbol s1 (quan transmetem s1)
Els semiplans d’error són conjunts de punts. Utilizarem aquesta propietat per expressar les
probabilitats d’error de símbol exactes i per obtenir‐ne cotes superiors.
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exacte !!
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COTA DE LA UNIÓ 
‐
UNION BOUND
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Desenvolupament per la constel.lació anterior :
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M1
M2
M3
M4
M5M6
R1
Subregions disjuntes que cobreixen totalment R1c
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M1 , m1=1
M2 , m2=1
M3 , m3=1
Subregions més properes a R1 ...Contingudes en només 1 regió (semiplà)
d’error.
R1
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M4 , m4=2
M5 , m5=2
Subregions intermitges ...
Contingudes en 2 regions d’error
R1
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M6 , m6=3
Subregions més llunyanes a R1.Contingudes en 3 regions d’error.
R1
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Probabilitat d’error del símbol s1
Probabilitat d’error de la resta de símbols:
... es calcula d’idèntica forma a partir de
l’espectre de distàncies inter‐símbol 
de la constel.lació.
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Cota de la Unió : símbols equiprobables
Probabilitats a priori de cada símbol
(símbols equiprobables)
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Tornem al punt anterior:
Perpendiculars al segment pel punt mig ....
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Allunyem s3 d’ s1 ....
s3
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s3
E(2|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s3
E(3|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s3
E(4|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s3 E(2|1)  U  E(3|1)  U  E(4|1) = R1c
Regió complementària a R1 = unió de semiplans o semiespais d’error
R1
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s3
R1
L(3|1) ja no és frontera de la regió de decisió R1 !! ...
..... s3 no és rellevant i podem millorar i simplificar la cota de la unió excloent s3.
L(3|1) 
Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC) 41
.... es cancel.len termes entre si i només queden els rellevants
De forma analítica ....
(condició símbol irrellevant)
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Cota de la Unió simplificada !! …. 
…..  menys termes !!
I de forma més general (pel símbol s1) ....
(condició símbol irrellevant)
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s1p1 = ¼ + a
s2p2 = ¼ ‐b
s3p3 = ¼‐c s4p4 = ¼ + a
I
Q
Cas 2: símbols no‐equiprobables, 2a = b+c.
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Perpendiculars al segment pel punt mig ....
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Perpendiculars al segment pel punt mig ....
es desplacen paral.lelament segons la relació de probabilitats a priori dels símbols
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Les fronteres de decisió s’expandeixen cap els símbols que veuen
reduïda la seva relació de probabilitat respecte la del símbol de referència.
Si la relació de probabilitats no varia, la frontera de decisió no es mou.
La cota de la unió funciona d’idèntica forma amb els semiespais d’error corresponents.
R1
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Cota de la Unió: símbols no‐equiprobables
si
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Demostració alternativa de la cota de la unió .........
..... particularitzada al pla IQ ....
..... enrajolem la regió de decisió.
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Construcció regió de decisió oberta
 s1
L(2|1)
L(3|1)
L(4|1)
L(5|1)

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Construcció regió de decisió oberta
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R1
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Construcció regió de decisió tancada
L(2|1)
L(3|1)
L(4|1)
L(5|1)
L(6|1)
s1

L(7|1)

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Construcció regió de decisió tancada
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R1  
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EXEMPLES
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s2p2 = 1/8
s3p3 = 1/8
s6p6 = 1/8
s8p8 = 1/4
I
Q
Exemple 1: 8‐PSK equiprobable (amb gir +/4). 
s4
p4 = 1/8
s5
p5 = 1/8
s7p7 = 1/8
s1p1 = 1/4
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
L(2|1)
L(3|1)
L(4|1)L(5|1)
L(6|1)
L(7|1)
L(8|1)
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
L(3|1)
L(4|1)L(5|1)
E(2|1)
Semiplà (semiespai) d’error
L(2|1)
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
23/10/2018
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s3
s6
s8
Is5
s7
s1
L(3|1)E(3|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
L(4|1)
E(4|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s3
s6
s8
Is5
s7
s1
s2
L(5|1)
E(5|1)
Semiplà (semiespai) d’error
Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC) 71
s3
s6
s8
I
s7
s1
s2
L(6|1)
E(6|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
L(7|1)
E(7|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
E(8|1)
Semiplà (semiespai) d’error
L(8|1)
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Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
E(8|1)
Semiplà (semiespai) d’error R1  R1c = Ui>1 E(i|1) 
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
R1
R1c =Ui>1 E(i|1) 
Les fronteres en línea discontinua no són rellevants …. 
… els seus semiespais d’error están inclosos en la unió d’altres semiespais
i comparteixen un únic punt amb la frontera de decisió de R1. Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC) 76
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Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s3
s6
s8
I
s4
s5
s7
s1
s2
R1
R1c =E(2|1) U E(8|1) 
Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC) 77
Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC) 78
ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s1p1 = 1/4
s2p2 = 1/4
s3p3 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
Exemple 2: QPSK equiprobable
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s1s2
s3 s4
I
Q
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s1s2
s3 s4
I
Q
E(2|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s1s2
s3 s4
I
Q
E(3|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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Regions de Decisió i Cota de la Unió 42
s1s2
s3 s4
I
Q
E(4|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s1s2
s3 s4
I
Q R1
E(2|1)  U  E(3|1)  U  E(4|1) = R1c
Regió complementària a R1 = unió de semiplans o semiespais d’error
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s1s2
s3 s4
I
Q R1
No rellevant !! ..
… inclosa en unió altres subespais d’error
… es pot eliminar de la cota de la unió.
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s2p2 = 1/4
s3p3 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
Exemple 3: 3‐PSK (amb gir ‐ /2) i símbol central. Símbols equiprobables 
s1p1 = 1/4
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s2p2 = 1/4
s3p3 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s2
p2 = 1/4
s3p3 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
s5
E(2|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s2p2 = 1/4
s3
p3 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
E(3|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s2p2 = 1/4
s3p3 = 1/4
s4
p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
E(4|1)
Semiplà (semiespai) d’error
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s2
p2 = 1/4
s4
p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
E(2|1) U E(3|1) U E(4|1) = R1c
R1
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s2p2 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
R1  
s3p3 = 1/4
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s2p2 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
R1  
s3p3 = 1/4
Unió de conjunts disjunts !!
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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Propietats de Conjunts
A
B
C
A
B
C
A
B
C
Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC) 95
s4p4 = 1/4
Is1p1 = 1/4
R1  
s3p3 = 1/4
s2p2 = 1/4
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ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
23/10/2018
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Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC) 97
Mètode 1 per la Cota de la Unió (General) ....
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s2p2 = 1/4
s3p3 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
ICOM ‐ETSETB (Universitat Politècnica de 
Catalunya ‐ Barcelona TECH
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s2p2 = 1/4
s3p3 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
100Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC)
s2p2 = 1/4
s3p3 = 1/4
s4p4 = 1/4
I
Q
s1p1 = 1/4
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Regions de Decisió i Cota de la Unió (ICOM ‐ ETSETB/UPC) 101
Mètode 2 per la Cota de la Unió (pla IQ) ....
